3. cviceni - TeSeni

Piiklad 1 (a) f(z,y) =2z + 3y + 1.

D(f) =R?
Vrstevnice:
2 c—1
[f=d=2x+3y+1=c=By=c—1-2z] = y:—§m+ 3

vrstevnice pro ¢ = 0: s
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakoZzto sloZeni spojitych funkei.

Piiklad 1 (b) f(x,y) = min(z,y)
D(f) =R

Vrstevnice:

[f =d=Mmin(z,y) =c] =z <yrz=cUly<zAy=

0 1 2 3 4

vrstevnice pro ¢ = 2:
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto slozeni spojitych funkei.

Priklad 1 (c) f(z,y) =+ /y
D(f) =R*\[y < 0] = {[z,y] € R*: y > 0}
Vrstevnice:

[f=d=l+Vy=c=[z=c—y
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vrstevnice pro ¢ =:
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto sloZeni spojitych funkei.

Piiklad 1 (d) f(z,y) = 2% + ¢?
D(f) =R?
Vrstevnice:
[f=d=[?+y*=

vrstevnice pro ¢ =:
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto slozeni spojitych funkei.

Piiklad 1 (e) f(z,y) = /2y

D(f) = {[z,y] € R%: zy > 0}. D(f) je sjednoceni prvniho a tietiho kvadrantu véetn&
hraniénich polopfimek.

Vrstevnice: [f = c| = [\/zy = (]

Rovnost /zy = ¢ dava smysl pouze pro ¢ > 0 - jinak neexistuje Zidna dvojice z,y takova,
Ze by byla rovnost pslnéna. Proto pro ¢ < 0 je [f = ¢] = 0.

Pro ¢ = 0 mame: [f = ¢] = [vry = 0] = [x = 0] U [y = 0], vrstevnice je tedy sjednoceni os.

C2

Pro ¢ > 0 mame: [f =¢| = [y = —], jde o hyperbolu.

T
4

3

vrstevnice pro c =:
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Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto sloZeni spojitych funkei.

Priklad 1 () f(z,y) = \/1— 22 — 12

D(f) = {[z,y] € R?: 2% + y% < 1}.
D(f):

Vrstevnice: Pro ¢ € (0,1) plati, ze ¢ > 0 a 1 — ¢ > 0, pak vrtevnice je nasledujici:

f=d=|[Vi—2 = =c|=ll-a* -y = = +y? =1~

ﬁ
1 -05 0 05
\
vrstevnice pro ¢ = %:
Je-li ¢ = 1, pak rovnost /1 — 22 —y? = ¢ plati pravé pro bod [z,y] = [0,0]. Tedy
[f = 1] ={[0,0]}.
Pro zbyla ¢, tj. pro ¢ € R\[0,1], je [f = ¢] = 0, neb nemize nastat rovnost \/1 — 22 — y2 =

¢, nebo 22 +y?> =1— 2.
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto sloZeni spojitych funkei.

Priklad 1 (g) f(z.y) = -t
D(f) = 12" +4* = 1> 0] = [2* + 4 > 1]

o’

D(J):
Vrstevnice: Pro ¢ <0 plati: [f = ¢] = (. Pro ¢ > 0 plati

V2 +y? -1

1 1 1
=c] = [m2+y2—1202} =[$2+y2=1+62
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vrstevnice pro ¢ = 2:
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto slozeni spojitych funkei.

Piiklad 2 (a) f(z,y) = /|zy|, a =[1,—2]
D(f) =R?

Valyl, x>0,
f(l'ay): 0, .%':O,

V=zlyl, z<D0.

f je spojita v proménné z i v proménné y - pouzijeme pro vypocet derivaci v nulach.
Pro y # 0 plati nasledujici.

|y
2/ zly|

—y|

2/ —zlyl
lyl

= '+ = 1 ! =1l — li = =
r=0 = f"(0,y) = lim fie,y)= lim - ol 2yl 0k vE O

— — 1
lyl  —lyl lim
—0—

>0 = fi(z,y) =

<0 = fi(z,y)=

= —00

Ve

r=0 = f,(0,y) = lim fe(z,y) = lim
z—0—

20— 2\ /—xly| o me

Plati, zef.(0,y) pro y # 0 neexistuje.

Je-li y = 0, pak f(z,y) = 0. Z definice vyplyva, ze f.(x,0) =0 pro libovolné z € R.
Jelikoz f(z,y) = f(y,z), tak plati f,(z,y) = f;(y,z). Proto plati nasledujici.

Pro x # 0 plati:

Dale f; (x,0) pro x # 0 neexistuje a f;(0,y) = 0 pro libovolné y € R.
Teéna rovina: pocitejme z definice.
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T(x,y) = f(1,-2) + fo(1,-2) - (x = ) + f(1,-2) - (y = (-2)) =

-2 -1 _
—— @D+ (y+2) =

2,/1 2,/—(=2) - 1

_ (x—-1) -—y-—2
=V2+ N R,

= V- (2] +

Piiklad 2 (b) f(z,y) = /y? —arcsinz, a = [0, 1].
I 1

D(f) = [la] < 1,4% — aresinz > 0] = [z € [~1,0]] U [z € (0,1],? > aresina] = [z €
[—1,0]] U [z € (0,1],y € (—o0, —Varcsin z] U [ arcsin x, o0)]
D(f): ’
/! -1 2 .
fol@,y) = pro xz € (—1,1),y" > arcsinz

2\/y2 —arcsinz - V1 — 22

Parcialni derivaci podle x nema smysl pocitat ve vynechanych bodech(definiéni obor neob-
sahuje vodorovnou tsec¢ku kolem nich).

y
fy@y) = e
Yys —arcsmax

Parcialni derivaci podle y nemé smysl pocitat ve vynechanych bodech az na pocatek, neb
defini¢ni obr neobsahuje svislou tsecku kolem nich.
Spoctéme jesté f'y(0,0) (nelze pocitat jako vyse, protoze odmocnina ve jmenovateli vychazi

pro z € [~1,1],5? > arcsinz

0).
f jakozto funkce proménné y je v bodé [0, 0] spojita. PouZijeme tedy vétu 44 z minulého
semestru.

1+ _ . / _ . _ y — 1 —
fy (0’ 0) - yg%i fy(ovy) - yli}(r)ar - \/yﬁ lylg 1 1

/— . . ! . . . y I _ —
fy (070) - yl_l)%l_ fy(07y) - yl_l)r(r)l_ - \/37 = lim —1 1
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Limity vychazeji rizng, tedy f,(0,0) neexistuje.
Obé drivace jsou na okoli [0, 1] spojité, ma tedy smysl uvazovat te¢nou rovinu. Z definice
dostavame:

T(z,y) = f(0,1) + £,(0,1) - (x = 0) + £,(0,1) - (y = 1) =

-1 1
:\/1—0+7-x+1~(y—1):y—§x
Piiklad 2 (c) f(z,y) = log(e® — el +2Wl) a = [1, 1]
D(f) = [e* — eltH201 > 0] = [6 > el 2] = [3 > |a] + 2y
-3 :\ W—‘2 1 0 L\ /: 3
~ | ’L’
D(f): T
Pri vypoctu fL pro x =0 a fz,/ pro y = 0 pouzijeme v&tu 44 z minulého semestru.
_elel+2lyl . 9zl lzl+2ly] . g
/ _ ¢ or _ —€ - sign(z)
fol@9) = —3— syl = @ gz POTF0
" . , i —elzl+2lyl —e2lyl
for Ow) = i, falew) = Iy, oot = 5~ caw
,_ i , i elzl+2lyl 21yl
L Oy) = lim foloy) = M 5 mran = & o
_elzl+2lyl . BC?TIM —elel+2ll . 2 5ign(y)
/
fylx,y) = S = 5 pro y # 0
e3 — e|33‘Jr |yl e3 — e|$|Jr |yl
—9¢lzl+2lyl —9¢lTl
'+ = i / = i =
4 (l" O) yi%lJr fy($7 y) yi%i e3 — elzl+2lyl e3 — elzl
2¢lzl+21yl %2¢ll

/— f 1. / = 1‘ -
£ (2,0) Jim fy(T,y) e, S S oI o S P

Derivace f;(0,y) a f,(z,0) neexistuji.
Obé drivace jsou na okoli [1, %] spojité, ma tedy smysl uvazovat te¢nou rovinu. 7 definice

dostavame:
a1 (LD) e (12) v (1) (1 1) -

_p2 _22 1
= log (¢ — ) + 5 '(561)*36'<y>:

e3 — 2 e3 — e? 2
1 1 1
ogle’ —¢’) = —=(@—1) - —= ([~ 3)
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Priklad 2 (d) f(z,y) = arccos(x — cosy), a = [1,0]
D(f) =[x —cosy € [-1,1]] = [z € [-1 + cosy, 1 + cosy]]

D(f): -

—14cosy <z <1l4cosy

-1
(@) = :
\/1— (z — cosy)?

siny

\/1— a:—cosy

Ve vynechanych bodech nemé smysl derivace poé¢itat - vyjma bodia [0, kn],k € Z. Zde
pouzijeme opét vétu 44 z minulého semestru.

—1+cosy<x<1+cosy

siny . siny

+(0, k 1 0, lim ———2 = lim —2% = lim (-DF=(=1F
f7(0,km) = y¢g+f( y) = T—cots S ey yﬁlglﬁ( ) =(-1)

/— 1 1 Siny _ 1 -1 k+1 = (=1 k+1
fy (0.km) = lim f,(0,y) = T Jim (-1) (—1)

f4(0, k) neexistuje.
Obé drivace jsou na okoli [1, 0] spojité, mé tedy smysl uvazovat te¢nou rovinu. Z definice
dostavame:

-1 sin 0 T
= arccos(0) + 1_0~(x—1)+ 1_0-y:§+1—x

Priklad 2 (e) f(z,y) = /4% — 23, a =0, 2]

D(f)=[°

> 2] =[x <0 U[lyl = Va,z> 0] =
=[xz <0JU

ly<—Vz,z>0Uly > Va],z> 0]
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7 vynechanych bodi ma smysl zkoumat pouze derivaci podle proménné y v pocatku,
zbylé parcialni derivace nemé smysl pocitat, nebot funkce neni definovédna na Zadné usecce
prislusného sméru. Pocitame opét dle véty 44 minulého semestru.

£770,9) = lim f/(0,y) = lim Sy _ lim oy _ lim 3y* =0
y Y g0+ 7Y Y Yoo+ 2|y3| Y0+ 293 Yoo+ vy =
5 6 5

_ ) . 6y . Y )
!/ 1 / 1 1 — 1 2 _
fy (0,y) ——ylrg)ﬂ_fy(O,y) = Jm 2057 = hm s = im 3y =0

Tedy f,(0,0) =0
Obé drivace jsou na okoli [0, 2] spojité, ma tedy smysl uvazovat te¢nou rovinu. Z definice
dostavame:

5
=V 4+0-2+

9. /26

(y—2)=8+12-(y—2)

Piiklad 2 (f) f(z,y) = max{y — cosz,0}, a = [0, 7]
D(f) =R?

flz,y) =

Parcialni derivace funkce 1ze vzdy (z definice) pocitat na pouze na itevienych mnozinach.
Funkci f tedy muZeme zderivovat na otevienych mnozinach [y — cosz < 0], [y — cosz > 0]
(oteviené dle véty 11 z 2. cviceni).

0, y—cosx <0

y—cosx, y—cosx > 0.
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fol@,y) =0= f(z,y),y —cosz <0
f:’c(%y) =sinx,y —cosx >0
fé(fﬂay) =1,y —cosx >0

@ W

[y —cosa < 0] = [y < cosxl: =

Ve vynechanych bodech - tj. v bodech mimo mnoziny [y — cosz < 0], [y — cosz > 0], tj. v
bodech [y = cosx] - po¢itame opét dle véty 44 minulého semestru. Necht k € Z.

K pouziti véty 44 z minulého semestru bude poteba znat v danych bodech, ve kterych
smérech m4 parcialni derivace jaky predpis. Vizte pomocny obrazek nize.

s~ o .. l o o a8 i ! .,-. Y et
Zde v nevybarvené &astije [/ (x,y) = sinz, fy(®,y) =1 bod | 7, zleva | £, zprava| £ shoral 7 zdola

A sin .| sin z. 1 0
A

/ }BK /\ B | 0 |sinaz,| 1 | 0
D

- 0 m — 2m 1
. T C 0 0 0

- _ sinxz,| 0 1 0

Zde, ve vybarvené oblastije fi(x,y) =0=f,(x.y)

V bodech této kfivky je potfeba derivace dopocitat

Proto je si rozdélime body nésledujicim zptisobem (body typu A, B, C, D), vizte niZe.
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T <

(
(

x € (2km, (2k+ 1)7) = fi (z,cosz) = tgm fi(t, cosz) = tgm 0=0
xr— xr—

x € (
e (

(
(

t—x+

r =2kt = fI"(z,cosx) = tlim fi(t,cosx) = lim sint = sinx
—z—

—r—

— I+ T / T _
x=2k+1)r = f, (z,cosx) = tLII%’l+ fr(t,cosx) = tlirgl 0=0

_ - — lim 1 _
x=2k+1)r = f; (z,cosx) = tkgl_ fr(t,cosx) = tggl_ 0=0

($ €08 x) t—>cosz+ fy(x7 t) - t—>lc1§sﬂa¢+ =1
fy (z,cosz) = lim  fi(z,t)= lim 0=0

t—cosz— t—cosT—

2k, (2k + 1)7r) = fiF (z,cosz) = 1tlier fi(t, cosz) = hm sint = sinx
—x

2k + 1), (2k + 2)7) = fiF(z,cosx) = tEer fa(t,cosx)
2k + 1)m, (2k + 2)7) = fi (x,cosx) = tlim_ fa(t,cosx) lim_ sint = sinx

2km = fit(x,cosz) = lim flL(t,cosz) = lim sint =sinx
t—x+

Derivace podle = tedy existuji jen v bodech [k, cos (k7)] a vychazeji 0, derivace podle y

neexistuji nikde.

Obé drivace jsou na okoli [0, 77| spojité, mé tedy smysl uvazovat te¢nou rovinu. Z definice

dostavame:

T(xvy) = f(ovﬂ') + f;lt(()?ﬂ-) G O) + f;(o,ﬂ') (y—

=r—140+1-(y—m)=y—1

Pi¥iklad 2 (g) f(r,y) = max{y + x, 23}
D(f) =R?
f@,y) =

a3, B >y+a
y+x, jinak.

[z >y +a]=[y <a® -2l
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fi(z,y) =322 23 >y +x
d(zy)=La’ <y+a
fé(m,y) =0,2>>y+x
fol@,y) = Lad<y+zx

Vysetieme derivace v bodech kiivky y = 2® — 2 pomoci véty 44 z minulého semestru.

lim 3t = 322

1 1 14 3 _ . / 3
T € <—oo,—> U <\/§,oo> = fi (x,z° —x) —tgrgrfx(t,:v + )

\/g - t—x+
1 1 /— 3 _ 1 / 3 N E —
x € < 00, 3> U (\/g,oo) = fp (z,z x)—tlﬁlglifw(t,a: —}—:c)-}ﬁngfl-l
1 1 I+ 3 1 / 3 . O _
T e <_373> = fz (x,a; _x)_tggl_i_fx(tax +x)_tggl+1_1
L1 — 3 _ 1ip o3 o 2 _ o2
x € <— 1 3) = fr (x,2° —2x) = tggl— fo(t,z® + ) = tgrgl_ 3t° = 3x
1 2 2
o L TY A
3 3V3 t%—%—i- 3v3 t—}—%—‘,—
1 2 2
=-——,—=) = lim ! (t, ) = lim 1=1
fa ( 3 3\/§> t%—%—fx 3v3 t—— L
1 2 2
I+ —, ——— | = lim ! <t7 ) = lim 3t°=1
’ ( 3 3\/3) tﬁﬁ+fz 3v/3 -t
1 2 2
| —=,———=) = lim ’<t,—> = lim 3t*=1
Iz ( 3 3\/§> tﬁ%—fm 3v3 t—)%—
I+ 3. — 1 / _ _
Ty (#,2° ) = tail‘gn—lz+ fy (@, t) = t%‘lrl?’nflir t=1
I (z,2° —2) = lim fy(z,t)=1lim 0=0

t—xd—z—

Paricalni derivace existuji pouze v bodech {— L %] , {%, —%] podle x a vychézeji 1.

&l
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